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NOTE MATEMATICE

Observatii privind calculul unor integrale
de Petru T. Mocanu

In manualul de Analizad matematica de clasa XII [N.Boboc, I.Colojoari] se propune

calculul urmadtoarei integrale:

us

I= /0Z In(1 + tgz)dz (1)

In acest caz, functia de integrat nu admite primitive exprimate prin functii ele-
mentare, deci integrala nu se poate calcula cu formula lui Newton-Leibniz. Ea insa se
poate calcula usor facand observatia ca functia f de integrat verifica o identitate de
forma:

(5 —2)+ 1@ =g

unde g are primitive elementare, deci integrala

/OZ g(z)dz

se poate calcula usor. In cazul nostru particular g(z) = In 2.
In ceea ce urmeaza vom extinde aceastd idee, prezentand cateva observatii mai
generale privind calculul unor integrale de forma:

b
I:/ f(z)dz )

in cazul cand f nu are primitive elementare.

Vom presupune ca functia f : [a, b] — R este continud. Fie ¢ : [a,b] — R o functie
continuu derivabild, strict descrescdtoare pe intervalul [a,b], verificAnd conditiile
p(a) = bsi p(b) = a.

Sd presupunem cd existd un numar real k, k # —1si o functie g : [a,b] — R, care

admite primitive elementare, astfel incat sd fie verificata urmatoarea identitate:
— fle(@)]¢ (z) + kf(z) = g(z), oricarear fix € [a,b]. (3)

Deoarece

1= [(swar= [ el @,
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din (2) si (3) deducem imediat:

1 b

I= 5 g(z)dz. 4)

In continuare vom considera cateva cazuri particulare.

Daci se alege ¢(z) = a + b — z, atunci (3) devine:
fla+b—2x)+kf(z) = g(x).

In cazul particular f(z) = In(1 +tgz), = € [O, ] se aratd usor ca:

N

f(%—w) + f(z) =1In2

si folosind (4), deducem cd in (1) avem [ = T n2.
Sd presupunem ca functia f : [0,¢] — R este de forma

f(ZL') = ZL'g(ﬂZ‘), T € [O,C]
unde g este continud pe [0, | si verificd identitatea
g(c—z) =g(x), oricarearfiz € [0,].

In acest caz deducem f(c — x) + f(x) = cg(z) si din (4) obtinem:
(& c C
I= /0 f(z)dz = 5/0 g(x)dx. )
1

Alegand ¢ = 1si g(z) = oo g1y Avem g(1 — ) = g(x), oricare ar fi x € [0, 1]
e e

si din (5) deducem

1 d 1 (! d -1
/$:—/7x:\/§amtge .
0

e T +er—l 2 [ e 4 erl 2,/e

Alegand ¢ = 7 si
sin x

9(w) = 1+ cos?z

avem g(m — ) = g(x), oricare ar fi x € [0, 7] si din (5) deducem

/7r xsinx d 77/7T sin x d w2
—dx = — ——adr = —.
o 1-+cos?z 2 Jo 1+cos?x 4

Mai general, dacd g este de forma

W (z)
g(z) = m7
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unde h este continuu derivabild pe [0, ¢], verificand conditiile:
h(c — z) = —h(x), oricarear fiz € [0, ]
si h(0) = —1, h(c) = 1, atunci
h'(c —x) = (), oricarear fix € [0, (]

si
glc—z)=g(x), oricarearfiz € [0,].

In acest caz din (5) deducem:

C h/ c h/
/ xi(x)dx = E/ &dw =< arctg:n|1_1 = %T
0 0

1+ h2(x) 2 Jo 1+ h%(x) 2
In(1
Fie f : [0,1] — R, definitd prin f(z) = %, oricare ar fi z € [0, 1]. Alegand
1—
p(x) = T i, oricare ar fi z € [0,1] avem ¢'(z) = e deci ¢ este strict des-
crescdtoare pe [0,1] si p(0) =1, (1) = 0.
In acest caz identitatea (3) devine:
In2
— / _ -
fle@)le'(@) + f(z) = 173

si din (4) deducem

/1111(1—1-36) L2 L ode _Tio ©)
o 1+a2 2 Jo 1422 87

! arctgx
Folosind (6) putem calcula integrala I = / mdm, care s-a dat la OM, Etapa

0
judeteand, Bucuresti, 1993, autori Virgil Nicula si Iaroslav Chebici.
Integrand prin parti, deducem

Un(1 + )

14 22 dz

I =arctgz - In(1 + x)\(l) - /
0
deci

™ s s
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LECTII

Cateva consideratii asupra introducerii notiunilor de

combinatorica in manualele de liceu
de Ioan Tomescu

Pentru a introduce notiunile de aranjamente, permutdri si combindri putem pleca
de la o multime finitd A = {a1,az,...,a,} si de la cuvintele de o lungime datd, fie m,
care se pot forma cu litere din multimea A.

Numadrul tuturor cuvintelor a; ai, ...a;,, de lungime m formate cu litere din

m
alfabetul A este n'™, deoarece fiecare literd poate fi aleasd in n moduri din A4, iar
alegerile fiind independente intre ele, numadrul total de posibilitati se obtine prin
inmultirea lui n cu el insusi de m ori.

Dar dacd punem o conditie suplimentard si anume ca literele cuvantului s& fie
distincte doud cate doud, numarul de cuvinte care verificd si aceasta restrictie va fi
egal cu n(n —1)...(n — m + 1). Vom nota acest numdr cu (n),,, spre deosebire de
(n)™ care reprezintd n(n+1) ... (n +m — 1), deci produsul tot a m factori constructivi
incepand cu n, insad de data aceasta scrisi in ordine crescatoare.

Cuvintele de lungime m formate din litere distincte doud cate doud apartinand
unui alfabet cu n simboluri le vom numi aranjamente de n luate cate m, iar numdrul
lor va fi notat cu (n),,. Dacd n = m, cuvintele cu litere distincte doud cate doud care
apartin unui alfabet tot cu n litere se numesc permutdri de n elemente, iar (n), =
1-2-...-nsisemainoteaza cu n!.

Pentru a introduce combindrile vom presupune multimea A total ordonatd, a; <
az < ... < ay, iar un cuvant strict crescdtor va fi un cuvant a;, a,, . .. a;,, astfel incat
a;, < a;, < ... < aj,. Este clar acum cd multimea cuvintelor strict crescatoare de
lungime m formate cu litere din A este inclusa in multimea cuvintelor de lungime m
formate cu litere distincte doud cate doua din A si rationamentul bine cunoscut din
manualele de algebra de casa a X-a ne aratd ca numarul cuvintelor strict crescatoare

(n)m
m!
Aceste cuvinte strict crescidtoare le numin combindri de n luate ciate m. Actu-

de lungime m formate cu litere din alfabetul A, de cardinal n, este tocmai

ala definitie din manualele de algebra dupd care combindrile de n luate cate m sunt
submultimile cu m elemente ale unei multimi cu n elemente nu poate duce decat la
confuzii. Este clar insd cd putem defini o bijectie de la familia submultimilor cu m ele-
mente ale unei multimi cu n elemente pe multimea combindrilor de n luate cate m
scriind fiecare submultime sub forma unui cuvant strict crescator de lungime m prin

aranjarea elementelor submultimii in ordine crescatoare.
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Un cuvant crescdtor este un cuvant aj aj, ...a;, cu proprietatea cd a;;, < aj, <
... < aj;,,, deci pentru care repetitiile literelor sunt admise.

Aceste cuvinte crescdtoare de lungime m formate cu litere din A le vom numi
combindri cu repetitie de n luate cate m.

Pentru a gasi numdrul lor vom presupune, fard a restrdnge generalitatea cd A =
{1,2,...,n} iar cuvantului crescdtor a;, aj, . .. a;,, cu litere din A 1i vom asocia in mod
bijectiv cuvantul strict crescator aj, (aj, +1)(aj, +2) ... (a;,, +m — 1) de lungime m cu
litere din alfabetul extins B = {1,2,...,n+m — 1}.

Rezultd cd numdrul cuvintelor crescdtoare de lungime m formate cu litere
dintr-un alfabet cu n litere este egal cu numdrul cuvintelor strict crescdtoare

de lungime m cu litere dintr-un alfabet extins cu n + m — 1 litere, adicd cu
n-n+1)-...-(n+m-1) (n)™

m! m!
Se observa acum o simetrie perfectd intre numerele combindrilor de n luate céte

m si ale combindrilor cu repetitie de n luate cate m. Ele au acelasi numitor m!, iar la
numadrdtor avem cate un produs de m factori consecutivi care incepe cu n, factorii sunt

luati odatd in ordine descrescatoare iar cealaltd datd in ordine crescatoare.
(1)
m!
parametrii n si m in acest caz).

Numerele

. o n . . . .
le mai notam cu ( > si le numim numere binomiale (cu
m

Prin traditie numerele binomiale se mai numesc si combinari, dar aceasta duce
la confuzii deoarece prin combindri de n luate cate m, am notat si cuvintele strict
crescdtoare de lungime m formate dintr-un alfabet cu n litere. De asemenea, traditia

. . . . < < . n .
notatiei numerelor binomiale era C}*. Dupa pdrerea noastra notatia cu ( > este mai
m

bund din cel putin trei motive:

a) corespunde ordinii firesti de scriere a indicilor de sus in jos;

b) corespunde formulei de calcul unde m! apare la numitor, deci in partea infe-
rioard;
c) simplificd unele notatii, de exemplu o constanta Cs ridicatd la puterea a doua nu
. . o . . . 2
trebuie scrisa cu paranteze, ci pur si simplu C3.

Sd notdm cd in revistele de matematicd unde se publicd lucrdri stiintifice de
cercetare se foloseste numai notatia numerelor binomiale cu paranteze.

In legatura cu formula binomului lui Newton:

(X +Y)" = f: <Z> D Gal i e

k=0
sd notdm ca din punct de vedere strict istoric atribuirea numelui lui Newton acestei

formule este incorecta.
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Matematicienii din Asia Centrald ca Omar Khayam sau al-Kashi o cunosteau cu
mult timp Tnaintea lui Newton ca si Blaise Pascal.
Contributia importanta a lui Newton a constat in extinderea acestei formule pen-

tru exponenti neintregi sub forma unei serii pentru (z + a)”, unde termenul general
z(x—-1)...(x—k+1
( ). (x—k+1) gk
k!
In incheiere vom prezenta o demonstratie combinatoriald a formulei binomului.

are forma

Plecam de la produsul (z1 + y1)(z2 + y2) . .. (¥, + Yn) si Observdm cd monoamele
care provin din dezvoltarea acestui produs contin n factori, iar indicii elementelor x si
indicii elementelor y formeazd doud multimi complementare fatdi de N = {1,2,...,n}.
Deci daci notdam H T; = 2% unde prin definitie 2% = 1, vom avea:

ieK
n

H(Jli + i) = Z CARTAN

i=1 Kc{12,...n}

In aceastd egalitate sa facem acum
T1=Toa=...=Tp =X Sl Y1=Y=... =Y =1.

Expresia V> devine 2"~ * dacd | K |= k, iar y® devine y*. Deci

@yt =) > 2"

k=0 KC{1,2,...,n}
\K|=k
In suma din membrul drept pentru un £ fixat toti termenii sunt egali iar numarul

lor este egal cu numadrul submultimilor cu k elemente ale unei multimi cu n elemente,
adica < k:) , de unde rezultd formula binomului.

Desigur ca aici am expus unele consideratii privind o mai judicioasa introducere
a elementelor de combinatorica, ele trebuie sa continue cu relatiile de recurentd a com-
bindrilor si cu celebrul tablou al lui Pascal, interpretdri geometrice in planul punctelor
laticiale, identitati (care vor fi deduse atat pe cale algebrica cat si combinatoriald), etc.
si se vor prelungi eventual cu elemente de probabilitati discrete.
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PROBLEME COMENTATE

Probleme generate de alte probleme
de Alexandru Gica

Nota de fatd contine o sugestie metodologica adresatd rezolvitorilor de probleme
si celor care compun probleme. Pentru prima categorie sugestia poate fi formulata ast-
fel: atunci cand ai de rezolvat o problemad Incearcd sd o pui in relatie cu anumite situatii
cunoscute. Pentru cea de-a doua categorie sugestia poate fi formulata oarecum invers
si anume studiind rezultate cunoscute gandeste-te in ce mdsurd acestea pot genera
probleme noi.

Am ales pentru exemplificare problemele notate cu I si II (problema I genereaza
problema II) si problema III care este consecinta directd a unui cunoscut rezultat de
geometrie sinteticd.

Problema I. La o casi de bilete stau la rind (n + m) oameni; n dintre ei au monede de
5 lei iar ceilalti au monede de 10 lei. Biletul costi 5 lei. Care este probabilitatea ca nici unul
dintre cumpdritori sd nu fie nevoit si astepte restul, stiind cd tnainte de a tncepe vinzarea casa
este goalii?

Solutie. Dacd m > n probabilitatea cautatd este 0.

Dacd m < n considerdm urmadtorul model pentru a numadra cazurile favorabile

din enunt;
i=(1,0) j=(0,1) M| , Am+"
A= (0.0 Ap=(m) | S
Vom porni din Ay cu o linie frantd care 1 AZ
va ajun'ge in Ap4n. Presupunem cd a fost il 0;1 : m
construit punctul A;. Dacd persoana a ”i”-a v

care asteaptd la coadd are 5 lei, atunci A;; se obtine din A; aplicind vectorul
i [Ai = (a,b) = Ait1 = (a + 1,b)]. Dacd persoana indicatd are 10 lei atunci A;; se
obtine din A; aplicand vectorul 7 [A; = (a,b) = Ajyr1 = (a,b+1)].

Numarul cazurilor posibile (de astfel de linii frante) este C7,,,. Faptul cd nici
un cumpdrdtor nu va astepta restul este echivalent pe model cu faptul cd linia frantd
ApA; ... Apip nu are nici un punct deasupra liniei ”¢” care trece prin punctele (0, 0)

si (m,m).
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Consider ¢y translata liniei ¢ cu vectorul
?. AgAy ... Ayt este caz nefavorabil daca Apmin
existd un varf al ei situat pe linia ¢;. Fie A 3
varful situat pe ¢; pentru care k£ este minim.
Consider Af, A},..., A} _, simetricele fatd de
¢y ale punctelor Ay, Ay,..., Ax_1.
Deci Ay = (—1,1). A, AY, .. AL 1, A,
.o, Aptm care uneste Afj cu A, 4, si ale cdrei

: : RS TAg i (n,0)
parti “drepte” sunt vectori paraleli cu i sau
—

J - Aceastd linie frantd intersecteazd sigur pe ¢; (m < n). Fie Aj, primul punct al liniei
care apartine lui ¢;. Notam cu Ay, A1, ..., Ay_1 simetricele punctelor Aj, A,..., A, _,
fata de 4. Atunci ApA; ... A, este un caz nefavorabil al problemei initiale. Folosind
acest model rezultd cd numadrul cazurilor nefavorabile este numadrul de linii frante

et . . . B - ,
(care au padrtile “drepte” formate din vectori paraleli cu 7 sau j ) care unesc Aj cu
Ay, iar acest numdr este evident C"'; 0 = Ctl .

Probabilitatea cdutatd este deci:

(n+m)!

_ Gl — crt e om_n—m+l
Cr % n+1 n+1
Problema II. Notam cu A, = {s = (ag,a1,...,a,) unde ag = a, = 0; a; €
N pentru i = 0,n; |a;j41 — a;| < 1 pentru i = 0,n — 1}. Pentru fiecare s € A,, notim cu
r(s) numdrul de perechi de termeni consecutivi egali nenuli. Sii se arate cii Z = ?an
n
SEA'rL

Solutie. Notam cu B,, = {s; = (bo,b1,...,b2,) | bo = bay = 0; b; €N, i =
0,2n si |bit1 — b;| = 1, oricare ar fii = 0,2n — 1}.
Definim f : B, — A,, f(s1) = s unde daca s; = (bg, b1, ..., b2,) € B, rezulta

b .
(1) | imediat cd by; este par. Atunci s = f(s1) = (ao,a1,...,a,) unde a; = %

[ (s1)| = 27(5) (notdm cu | D|-

cardinalul multimii D). Deci |B,,| = Z 2"() Vom calcula in continuare |B,,].
SEA'rL

Se aratd imediat cd f este surjectiva si ca

Folosind problema I, n = m si numadrul cazurilor favorabile este

0o n+1_(2n)! (2n)! B (2n)! l_ 1 1 n
Con = G n n+1 n+1

o pnl (n+D!(n—1)! " (n—1)n!

Observam cd |B,,| poate fi calculat folosind modelul de la problema I in care n =
m si | B, | este numdrul de cazuri favorabile.

Alta solutie (N. Beli). Se asociaza urmatorul moodel probabilistic. Fie un jucitor
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care participa la un joc in care probabilitatea de a castiga este p > 1. Castigul este de 1
leu iar pierderea jocului inseamnd pierderea unui leu.

Notdm cu a,— probabilitatea ca jucdtorul ce are initial capital de n lei sa dea
faliment. Prin faliment se intelege momentul in care jucatorul devine dator.

Notam ¢ =1 — p.

E usor de aratat ca

{ Zr:l—:pclln—i-l + qan—1 2)

Ecuatia de gradul II asociatd sirului de mai sus este pr? — z + ¢ = 0 care are
% + B. Intuitiv, in conditiile problemei noastre, avem
cd nh_}ngo ap, = 0 (cei care nu doresc sd abdice de la cerintele rigorii matematice trebuie

radacinile 1si ¢, deci a, = A (

sd caute o justificare pentru aceastd afirmatie) rezulta B = 0.

Avem .
t—as=4(%) sa-tsa-t
p p p
Pe de altd parte e usor de constatat ca
[e.e]
S [Bulg™'p" = ag = &, 3)
n=0 p
- 1
rezultd |Bn|(gp)" = —.
2_ 1B ;

n=0

Notémx:qp:(l—p)p<%; x> 0.

z=gp=p(1-p)=p-p° p= 12— 1414z
) = >p=—T""=
p"—p+x=0 P 2

v
N~

1 2 11—z
p o 1+VI—dz 20
Tindnd cont de dezvoltarea in serie Taylor a lui f(z) = /1 — x.

/ £ " a? (n) z"
Fla) = FO0) + O + O 5 + o+ OO 4 =
lz 1122 11323 11352% 1135 (2n—3) 2"
21 222! 22230 22224 7 222277 2 n!
Deci
L-VT—dr 20 135 2n=3)p0y
2z 2! n!
[e.e]
1-+v1—-4 1-+v1-4
Tindnd cont ca Z |B,|x" = i e si de dezvoltarea lui S Al Y
o 2z 2z

serie de puteri rezultd, egaldnd coeficientii lui " din ambii termeni ca:

1-3:5-...-(2n—3) - (2n — 1) (2n)! 1

2n: n

[Bn] = (n+1)! (n+1)!-2-4-...-(2n) _n+1c2"'
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Observatii

1. scopul pasajului notat cu (1) de la problema II este de a acorda o semnificatie
expresiei din enunt Z (),
SGATL
2. adoua solutie a problemei II (apartinadnd lui N.Beli) desi nu are legdturd cu tema

notei a fost datd pentru deosebita sa frumusete.

3. relatiile (2) tin de ceea ce se numeste indeobste probabilitdti conditionate (dupd o
aruncare se pot obtine fie n+1 lei cu probabilitatea p, fie n—1 lei cu probabilitatea

q)-

4. formula (3) e imediatd tindnd cont cd falimentul se poate produce dupa n + 1
jocuri, n € N in care de n ori s-a castigat si de n + 1 ori s-a pierdut iar n, evident

parcurge multimea numerelor naturale.

Problema III. Pe cercul C(O, ) consider A, B,C, D, E, F astfel incit [AB] = [C D]
[FE|(= r) iar [AB] nu se taie cu [CD] si cu [EF|, [CD] nu se taie cu [EF). Fie P €
(AF),N € (DE),M € (BCQC) astfel incit [AP] = [PF|,[EN] = [ND],[BM] = [MC)]. Si
se arte cd APM N este echilateral.

Solutie. Fie R, S, T mijloacele laturilor AB, CD, EF'.

C
Din [AB] = [EF] rezultd \
D

AF | BE
[AR] = [RB] % = RT || BE A
[FT] = [TE] = /PTR=/AEB =30°. T \ X
[AP] = [PF] PR
1] = (78] } = PT || AE E

Analog /PRT = /MRS = ZMSR = ZNST = ZNTS = 30°.

Folosim acum urmadtoriul rezultat cunoscut:

Daci in exteriorul AABC construim triunghiurile echilaterale ABCy, ACB,, BCA,;
de centre O1, Oz, O3 atunci AO10203 este echilateral. (triunghiul lui Napoleon)

Aplicand acest rezultat situatiei de mai sus rezultd ca APMYV este triunghi

echilateral.
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TEOREME CELEBRE

Teorema lui Scherk
de L. Panaitopol

Enuntatd de Scherk in 1830 teorema si-a gdsit o primad demostratie abia in 1927
cand indianul S.S. Pillai a publicat [1]. In cele ce urmeaza prezentdim o demonstratie
simpld datd In 1952 de Sierpinski [2].

Conjectura lui Scherk se referd la mai multe relatii dintre care amintim numai una
pe care o considerdm cea mai reprezentativa:

Teorema. Dacii py, este al k-lea numdr prim atunci existd o alegere a semnelor £ astfel incit:

Pntl =€EntprEprEt...Epp_1+p,

unde e, = 0 dacd n este par si e, = 1 dacd n este impar, n > 1.

Pentru demonstrtie este necesar sa amintim cd intre numerele prime consecutive

existd inegalitatea py1 < 2pj, si sd demonstram urmadtoarea:

Lema. Fie un sir (¢u)n>1, (1 = 2,42 =3,q3 =5, q1 =7, ¢5 = 11, g7 = 17, g1 < 2qy
oricare ar fi k € N*. Atunci pentru orice n > 3 gi orice k € N*, cu 2k — 1 < qop41 existi o
alegere a semnelor + astfel incdt 2k — 1 = +q; = g2 £ ... £ gan—1 + @2n.

Demonstratie. Pentrun = 3 avem:

1 = —qg+¢@+e—q9u—q+a¢
3 = +q1—q2—q3+q1—q5+ge
15 = -1 +@+a+qu—q+4g
17 = +q1+¢@ -9 —qu+q5+ g

Rationdnd prin inductie vom considera 2k — 1 < gop43. Cum g2p43 < 2g2n42

rezultd
0 <[ 2k — 1= gan+2 [< @2nt2 < 2¢2n41 €] 2k — 1 — @2n+2 | —G2n+1 | @2nt1-
Din ipoteza de inductie avem

|| 2k =1 = qont2 | —@en+1 =1 T2 £ ... £ qon—1 + q2n
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si deci

‘2]€—1—q2n+2 ‘::|:q1ZIZQ2:l:~':IZQ2n—1sz2n+Q2n—i—1<:>>

2k —1=+q T q2... £ q2n11 + G2nt2-

Demonstratia teoremei.

Pentrun € 2,6, p2 = p1+1,p3 = pa+p1,pa = p3+p2—p1+1,p5 = pa+p3—pa+p1,
Pe =Ds +Ps—p3—p2+p1+ 1

Pentru n > 7 utilizdm lema punand p; = ¢;, si avem py1 < 2pi.

Facand 2k — 1 = poy,11 rezulta:

Pom+1 = £p1 £ pe+ ... Epom_1 +Dom, m=>3.
Facand 2k — 1 = payy2 — p2ms1 — 1 < pay1 avem
Pom42 — P2m+1 — 1 =xp1 £ po+ ... £ popy—1 + Por &

Pomt2 =1L prEpoEt... £ pom_1+pom + P2mt1, m=>3,

ceea ce justifica enuntul.

Se aratd de asemenea ca:
Pont1=1xprEpat...£poy_1+2p2,, n=>1

Exista si precizdri in legaturd cu alegerea unora dintre semnele & din enunt asa

cum se poate vedea in [3].
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n PROBLEME DESCHISE

Ecuatia n! + 1 = 22
de I. Cucurezeanu

Conjectura, veche de peste un secol, ca aceastd ecuatie nu are alte solutii decat
pentrun = 4, 5 si 7 nu a fost rezolvatd pand in prezent. M. Kraitchik [1] a demonstrat
cd pentrun < 10%° nu are alte solutii. Ecuatia figureaza in lista celor o sut de probleme
dificile de aritmetica (la nr. 53) intocmita de W. Sierpinski [2]. De asemenea figureaza
intr-o listd mai recentd (1984) de probleme nerezolvate de teoria numerelor (la nr. D25)
intocmitd de R.K. Guy [3].

In cele ce urmeazi, vom reduce rezolvarea acestei ecuatii la o proprietate a
solutiei in cele mai mici numere naturale (solutia fundamentald) a unei ecuatii Pell
atasata acesteia.

Fie p prim p* || n! (notatie pentru p* | n! si p*™ f nl)siludm D = [[p® cua = 1
sau o = 2 dupd cum s este impar sau par. Deci n! si D au aceeasi factori primi iar %'
este pdtrat perfect.

2

Ecuatia n! + 1 = z* se mai scrie:

Acesteia 1i asociem ecuatia:
X2 _Dpy?=1 )
Toate solutiile ecuatiei (2) sunt date de :
k
X + YV D = (<+n\/5) keN
unde am notat cu ¢ si 5 solutia sa fundamentala. De aici avem:
Ve = k¢CF 1y + C’;Z’Ck_gDn?’ +...+ kCD%nk_l pentru k par,
Y = k¢Fly + C’,Z’(k_gDng + ...+ k‘CDk%lnk pentru k impar.

. . . L. N .
Pentru ca ecuatia (1) sd aiba solutie trebuie si existe k astfel incat D= Y}, deci
n! = DYk2 sau

2
n! = Dif? (kg‘k_l +O3¢k3D? 1 ) . 3)
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De aici rezultd n! > Dn?2¢?*2sicum (2—Dn? =1 = (2 > Dp? = 2+ > (Dn2)k_1,
deci
nl > (Dn?)*. 4)

Pentru k par, ecuatia (3) este imposibils, fiindca in acest caz ¢? | n!, dar (2 — Dn? =
1 (iar D si n! au aceiasi factori primi si deci ¢ are altii).

Fie k > 1 impar si 2° || n!. Din (3) rezultd 2° | Dn?. Se stie cd din 2° || n! avem
I < 29 < 7.DeciD772 > 2% > I si din (4) rezulta (§> > nl > <n+1>
n

de unde pentru k > n rezulta g >
k| D sidin (3) avem n! = Dn?(k + MDk)? = Dn?k?(IMD + 1)? fals, fiindcd D si n! au
aceiasi factori primi, deci n! si { D + 1 sunt prime intre ele.

T n(n+ 1) > 2" fals! Rezultd k < n, deci

Deci k = 1 si atuncin! = Dn?, caz ce rimane de demonstrat! Ar rezulta de exem-

plu din urmdtoarea

Conjectura. Fie ¢, n solutia fundamentald a ecuatiei X — DY ? = 1. Dacii orice divizor
prim al lui n divide si pe D, atuncin < D.

Rezolvarea si a altor ecuatii diofantice, dintre care una celebrd a lui Catalan, poate
ti adusad la aceastd conjecturd sau la una mai slaba: daca D sin au aceiasi divizori primi,
atuncin < D2

Daci in cazul ecuatiei n! + 1 = 12, atasarea unei ecuatii Pell (propriu zis, alegerea
lui D) e simpld, iar pasul final, folosirea conjecturii, mai dificil, la alte ecuatii asocierea
unei ecuatii Pell e subtild dar folosirea conjecturii e evidenta.
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Arthur Cayley (1821-1895)
de Doru Stefanescu

Dezvoltarea impetuousad a matematicii in secolul al XIX-lea a fost posibila datorita
activitatii unor matematicieni remarcabili, care au clarificat si aprofundat multe dintre
teoriile si procedeele prefigurate in secolele precedente, au initiat metode, concepte si
domenii noi. Opera lor a permis atat initierea unor noi directii in evolutia matematicii,
cat si dezlegarea multora din problemele nerezolvate pana atunci. Aceastd activitate
effervescentd a schimbat radical continutul si numarul articolelor, notelor, memoriilor
si tratatelor dedicate cercetdrii matematice.

Arthur Cayley este unul dintre titanii care au contribuit decisiv la transformarile
calitative ale matematicii in secolul trecut. Conceptele, procedeele si rezultatele sale au
marcat profound cele mai variate domenii ale matematicii: teoria grupurilor, algebra
liniari, teoria algebrelor, geometria, functiile eliptice, ecuatiile diferentiale, mecanica
cereascd, fizica mathematica.

Cayley s-a nascut la 16 august 1821 la Richmond in Surrey in familia unui negus-
tor. In scoald s-a remarcat prin calitati intelectuale deosebite, in particular a dovedit un
talent matematic remarcabil. Cand avea 14 ani a fost transferat la King’s College School
din Londra, iar in urma recomandarilor autoritatilor scolii a fost admis la Trinity Colege
de la Universitatea din Cambridge. Aici a fost admis membru in 1842. Dar in 1844 a
hotirat sd se dedice stiintelor juridice, pardsind Cambridge-ul. A fost admis la Lincon’s
Inn, iar in 1849 a obtinut dreptul de a pleda , intocmai ca prietenul sdu, marele algebrist
J. J. Sylvester. profesiunea de matematician nu promitea, nici mdcar in prospera epoca
victoriand, a fi la fel de avantajoasa din punct de vedere material precum o carierd
juridica. Dar, ca si in cazul lui Sylvester, atractia irezistibild a matematicii s-a dovedit a
ti determinantd. Dupa o stralucita carierd juridica, Cayley se va intoarce la Cambridge,
pentru a ocupa catedra de profesor sadlerian de matematica purd la Universitatea din
Cambridge, pozitie creatd special pentru el. Sd mentionam totusi cd in cei 14 ani de av-
ocaturd el a continuat sd fie un cercetdtor activ in aproape toate ramurile matematicii.
Dupa 1863 s-a dedicat numai numeroaselor sale cercetdri de matematica. A murit la
Cambridge, la 26 ianuarie 1895.

Opera matematicd a lui Cayley este extrem de vastd. Ea a fost publicatd in 13
volume in quarto' (1889-1898) si contine 967 memorii, articole si note, toate publicate

! Un format specific cartilor de dimensiuni mari, avand o indltime de 28-38 cm. existi un singur
format mai mare, in folio > 38 cm.
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in timpul vietii. Mentiondm si tratatele A Treatise on Elliptic Functions(1876) si Single
and Double Theta Functions (1881). Prin numadrul lucrdrilor originale publicate Arthur
Cayley este cel mai prolific matematician al tuturor timpurilor, intrecAindu-i chiar pe
Euler si Cauchy.

Lucrdrile lui Cayley abordeazd subiecte din aproape toate domeniile matematicii,
precum si din fizica matematicd, macanicd si astronomie. Dintre realizdrile sale de-
osebite amintim teoria invariantilor algebrici (fiind initiatorul ei aldturi de Sylvester),
crearea teoriei matricilor, contributiile asupra teoriei grupurilor, cercetdrile asupra

VS

geometriei abstracte, introducerea conceptului de “absolut” in geometrie - care per-
mite stabilirea unor legdturi intre geometria proiectiva si geometriile neeuclidiene,
geometria enumerativd, studierea singularitatilor curbelor si suprafetelor, descrierea
configuratiei celor 27 de drepte continute de osuprafatd cubicd, teoria functiilor elip-
tice, transformdrile conforme, sistemele dinamice, teoria elimindrii, acceleratia secu-
lara a miscarii medii lunare.

Astdzi numele lui Cayley este invocat destul de frecvent in aulele matematice. Sa

reamintim doud dintre imprejurdrile in care sunt amintite contributiile lui Cayley.

Algebra octavelor. A fost considerats de Caylei in 1845%. Algebra octavelor este
o R-algebrd necomutativd si neasociativa. Ea se obtine, de exemplu, cu ajutorul a 8
generatori a cdror multiplicare este supusd unor reguli specifice. Algebra octavelor
este importantd si in alte domenii decat algebra, de exemplu in geometria varietatilor
diferentiale ti in teoria numerelor.

Teorema Hamilton - Cayley. Daci Aeste o matrice patratici de ordinul n peste corpul
numerelor complexe, fie

PA(T) =det(T - I, — A) = T" 4 ap 1 T" 4 ... + a1 T + apl,, € C[T)
polinomul caracteristic asociat. Atunci
Pa(A) = A"+ ap 1 A"+ .+ a1 A+ apl, = 0.

Se observa cd prioritatea teoremei lui Hamilton-Cayley apartine lui Cayley. El a
considerat cazurile n = 2 si n = 3 in memoriul [1], publicat in 1858. Ulterior teorema
a fost redescoperitd de mai multe ori in a doua jumadtate a secolului trecut.

Opera matematica a lui Arthur Cayley a fost si este un punct de referintd a multor
teorii si rezultate matematice. Varietatea si originalitatea procedeelor, consistenta si
clarviziunea rezultatelor sale il situeaza printre cei mai importanti matematicieni ai

epocii moderne.

?Recent s-a aflat ci prioritatea introducerii algebrei octavelor (sau a numerelor Cayley) apartine insa
lui J. Graves, care a anuntat considerarea octavelor intr-o scrisoare catre Hamilton din 1843.
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